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7/23 ６回目 可観測性

システム制御Ⅱ

担当：平田健太郎
第2学期 火 1, 2限 8：40-10：50
5号館 第16講義室

Systems Control II



Systems Control II 2

講義日程 （予定）

6/18 1回目 はじめに/古典制御の問題点
6/25 2回目 系のモデリングと状態方程式表現
7/2 3回目 状態方程式の解/伝達関数との関係
7/9 4回目 安定性と系の固有値，安定判別法
7/16 5回目 可制御性
7/23 6回目 可観測性
7/30 7回目 レギュレータ/オブザーバ
8/6 8回目 まとめ/期末試験

評価: 出席, レポート提出状況, 試験結果などから総合的に判定
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前回のSummary

- 可制御性の定義

背景: 可制御性と状態フィードバック安定化

- 可制御であるための必要十分条件

𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 = �
0

𝑡𝑡1
𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡- 可制御性グラミアン

- 可制御行列 𝑊𝑊 = 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝐵𝐵 𝐴𝐴2𝐵𝐵⋯𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝐵𝐵

が正定

が行フルランク

- 可制御性正準形（実現）
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𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

=

0 1
⋮

0
⋱

0
−𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1

1
⋯ −𝑎𝑎1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

+
0
⋮
0
1

𝑢𝑢

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑛𝑛 ⋯ 𝑏𝑏2 𝑏𝑏1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

この実現の可制御行列 𝑊𝑊 を求めよ.

𝑦𝑦 𝑠𝑠 = 𝐺𝐺 𝑠𝑠 𝑢𝑢 𝑠𝑠 , 𝐺𝐺 𝑠𝑠 =
𝑏𝑏1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑎𝑎𝑛𝑛

実現
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𝐴𝐴 =

0 1
⋮

0
⋱

0
−𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1

1
⋯ −𝑎𝑎1

,𝐵𝐵 =
0
⋮
0
1

𝑊𝑊 = 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝐵𝐵 𝐴𝐴2𝐵𝐵⋯𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝐵𝐵

rank 𝑊𝑊 = 𝑛𝑛

ゆえに, この実現を可制御正準形という. 

係数 𝑎𝑎𝑖𝑖 , 𝑏𝑏𝑖𝑖 の値によらず

∗
∗∗
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状態空間表現と伝達関数の関係

�̇�𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑢𝑢(𝑡𝑡)

𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 𝑡𝑡

𝑥𝑥 0 = 0 としてラプラス変換

𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠) = 𝐴𝐴𝑠𝑠 𝑠𝑠 + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑠𝑠)

𝑌𝑌 𝑠𝑠 = 𝐶𝐶𝑠𝑠 𝑠𝑠

𝑠𝑠 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 −1𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑠𝑠

𝑌𝑌 𝑠𝑠 = 𝐶𝐶𝑠𝑠 𝑠𝑠

𝑌𝑌 𝑠𝑠 = 𝐶𝐶 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 −1𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑠𝑠

伝達関数
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𝐴𝐴 =

0 1
⋮

0
⋱

0
−𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1

1
⋯ −𝑎𝑎1

𝐺𝐺 𝑠𝑠 =
𝑁𝑁 𝑠𝑠
𝐷𝐷 𝑠𝑠

, 𝐷𝐷 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝐺𝐺 𝑠𝑠 = 𝐶𝐶 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 −1𝐵𝐵 =
𝐶𝐶 adj 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴

であり, 余因子行列 adj 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 は 𝑠𝑠 の多項式なので, 分母は 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 から
しか生じない.

の可制御正準形（実現）の 𝐴𝐴 行列は

一方

𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 = 𝐷𝐷 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑎𝑎𝑛𝑛
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=

0 1
⋮

0
⋱

0
−𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1

1
⋯ −𝑎𝑎1

+
0
⋮
0
1

𝑘𝑘𝑛𝑛 ⋯ 𝑘𝑘1

�̃�𝐴 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵

閉ループ極（�̃�𝐴の固有値） 𝑠𝑠𝑠𝑠 − �̃�𝐴 = 0 はどうなるか?

=

0 1
⋮

0
⋱

0
−�𝑎𝑎𝑛𝑛 −�𝑎𝑎𝑛𝑛−1

1
⋯ −�𝑎𝑎1

�𝑎𝑎𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 − 𝑘𝑘𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,⋯𝑛𝑛

�̃�𝐴 は形は可制御正準形の 𝐴𝐴 行列と同じなので, 先と同様に

𝑠𝑠𝑠𝑠 − �̃�𝐴 = 𝑠𝑠𝑛𝑛 + �𝑎𝑎1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ �𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + �𝑎𝑎𝑛𝑛 = 0

を満たす 𝑠𝑠 が閉ループ極である. 𝐵𝐵 によって自由に多項式の係数を決定できるから,
望みの閉ループ極に対応するフィードバックゲイン 𝐵𝐵 を容易に設定できる.

閉ループ極が 𝑝𝑝1,⋯ , 𝑝𝑝𝑛𝑛 であるとき �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

(𝑠𝑠 − 𝑝𝑝𝑖𝑖) との係数比較により �𝑎𝑎𝑗𝑗 を定め

𝑘𝑘𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑗𝑗 − �𝑎𝑎𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛 とすればよい.
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実現は一通りではない（一意ではない）.

�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑢𝑢,𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 −1𝐵𝐵𝑢𝑢

正則な 𝑇𝑇 によって �̅�𝑥 = 𝑇𝑇𝑥𝑥 とする（座標変換）. このとき

̇�̅�𝑥 = 𝑇𝑇�̇�𝑥 = 𝑇𝑇 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑢𝑢 = 𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇−1 𝑇𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑇𝐵𝐵𝑢𝑢 =: �̅�𝐴�̅�𝑥 + �𝐵𝐵𝑢𝑢

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1𝑇𝑇𝑥𝑥 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1�̅�𝑥

よって �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑢𝑢,𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 と �̇�𝑥 = �̅�𝐴𝑥𝑥 + �𝐵𝐵𝑢𝑢,𝑦𝑦 = �̅�𝐶𝑥𝑥

の入出力関係は同じ.(状態 𝑥𝑥 のもつ意味は異なる）

�̅�𝐴 = 𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇−1, �𝐵𝐵 = 𝑇𝑇𝐵𝐵, �̅�𝐶 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1

座標変換によって, 与えられた状態空間表現を可制御正準形に変換すれば
状態フィードバックゲインの設計が容易にできる.
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座標変換によって伝達関数は不変である. 確かめよ.

座標変換によって伝達関数は不変である. 

�̅�𝐶 𝑠𝑠𝑠𝑠 − �̅�𝐴 −1 �𝐵𝐵 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇−1 −1𝑇𝑇𝐵𝐵

�̅�𝐴 = 𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇−1, �𝐵𝐵 = 𝑇𝑇𝐵𝐵, �̅�𝐶 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1 であるとき

𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇−1 = 𝑇𝑇 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 𝑇𝑇−1 なので

𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇−1 −1 = 𝑇𝑇 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 −1𝑇𝑇−1

したがって

�̅�𝐶 𝑠𝑠𝑠𝑠 − �̅�𝐴 −1 �𝐵𝐵 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1𝑇𝑇 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 −1𝑇𝑇−1𝑇𝑇𝐵𝐵 = 𝐶𝐶 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 −1𝐵𝐵.
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与えられた状態方程式を可制御正準形に変換する方法 (1入力)

𝑊𝑊 = 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝐵𝐵 𝐴𝐴2𝐵𝐵⋯𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝐵𝐵 ∈ ℝ𝑛𝑛

𝑇𝑇−1 = 𝑊𝑊

𝑎𝑎𝑛𝑛−1 ⋯
⋮

𝑎𝑎1 1

𝑎𝑎1
1 0

�̅�𝐴 = 𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇−1, �𝐵𝐵 = 𝑇𝑇𝐵𝐵, �̅�𝐶 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1 とすると �̅�𝐴, �𝐵𝐵, �̅�𝐶 は可制御正準形になる.

【補足】

（証明は省略）

�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑢𝑢, 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥
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例

【補足】

�̇�𝑥 =
−4 2 0
1 −3 1
0 1 −2

+
2
0
0
𝑢𝑢, 𝑦𝑦 = 1 0 0 𝑥𝑥

1) 𝑊𝑊 を求める.

2) 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 = 𝑠𝑠3 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠2 + 𝑎𝑎2𝑠𝑠 + 𝑎𝑎3 を計算する.

3) 𝑇𝑇−1,𝑇𝑇を求める.

4) �̅�𝐴, �𝐵𝐵, �̅�𝐶 を求める.
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【補足】

3) �̅�𝐴 + �𝐵𝐵�𝐵𝐵 の構造から �𝐵𝐵 を決定する （係数一致）.

4) 𝑢𝑢 = �𝐵𝐵�̅�𝑥 = �𝐵𝐵𝑇𝑇𝑥𝑥 = 𝐵𝐵𝑥𝑥 なので元の座標系でのゲイン 𝐵𝐵 を 𝐵𝐵 = �𝐵𝐵𝑇𝑇 とする.

2) 上記係数と, 𝐴𝐴,𝐵𝐵より求まる可制御行列𝑊𝑊 から変換行列 𝑇𝑇 を求める.

�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑢𝑢に対する安定化状態フィードバックゲインの設計手順

1) 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 から特性方程式の係数 𝑎𝑎1,⋯ , 𝑎𝑎𝑛𝑛 を求める.

＊ 可制御正準形に変換されることは理論的に保証されるので, 実際に
正準形になっているかのチェック(�̅�𝐴, �𝐵𝐵, �̅�𝐶の計算）は不要.
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可制御正準形のブロック線図

1/𝑠𝑠

𝑑𝑑3

𝑑𝑑𝑡𝑡3 𝜉𝜉 + 𝑎𝑎1
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑡𝑡2 𝜉𝜉 + 𝑎𝑎2
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜉𝜉 + 𝑎𝑎3𝜉𝜉 = 𝑢𝑢

1/𝑠𝑠 1/𝑠𝑠
𝑢𝑢

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏1
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑡𝑡2 𝜉𝜉 + 𝑏𝑏2
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜉𝜉 + 𝑏𝑏3𝜉𝜉

𝜉𝜉(3) 𝜉𝜉(2) 𝜉𝜉(1) 𝜉𝜉

−𝑎𝑎3

−𝑎𝑎2

−𝑎𝑎1

𝑏𝑏1

𝑏𝑏2

𝑏𝑏3

𝑦𝑦
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�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑢𝑢
𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥

𝐴𝐴 = 0 1
−1 −2 ,𝐵𝐵 = 0

1 , 𝐶𝐶 = 1 1

𝐴𝐴 = −1 0
0 −2 ,𝐵𝐵 = 1

1 , 𝐶𝐶 = 1 0

それぞれの可制御性を調べよ.                         
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6. 可観測性



対象システム： 線形時不変系

Σ

26

�̇�𝑥(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝑢𝑢 (𝑡𝑡)
𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶𝑥𝑥 (𝑡𝑡)

𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛,𝑢𝑢 ∈ ℝ𝑚𝑚,𝑦𝑦 ∈ ℝ𝑝𝑝

[定義 (可観測性)]

有限長の入出力データ 𝑢𝑢 𝑡𝑡 , 𝑦𝑦 𝑡𝑡 , 0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑡𝑡1 に基づいて初期状態
𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥 0 が一意的に決定できるとき, 点 𝑥𝑥0 は可観測であるという. 
任意の 𝑥𝑥0 ∈ ℝ𝑛𝑛 が可観測であるとき, システム Σ は可観測であるという．
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𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 : = �
0

𝑡𝑡1
𝑒𝑒𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝐶𝐶𝑇𝑇𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡可観測グラミアン

𝑀𝑀: =
𝐶𝐶
𝐶𝐶𝐴𝐴
⋮

𝐶𝐶𝐴𝐴𝑛𝑛−1
可観測行列
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可観測性グラミアンもその構造から, 半正定行列である.

Σ が可観測であるための必要十分条件は
可観測性グラミアン 𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 が正定であることである.

定理：

𝑀𝑀 ∈ ℝ𝑝𝑝𝑛𝑛×𝑛𝑛 のランクが 𝑛𝑛 であるとき, Σ は可観測である
（必要十分条件）.

rank 𝑀𝑀 = 𝑛𝑛
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𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 が正定ならば, Σ は可観測である.

𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 が正定であるとき, 全ての固有値は正なので, 逆行列が存在する.

証明

𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝑥𝑥0 + �
0

𝑡𝑡
𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝐵𝐵𝑢𝑢(𝜏𝜏)d𝜏𝜏 =:𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝑥𝑥0 + 𝑓𝑓(𝑡𝑡)

したがって𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 −1を前からかけることにより, 𝑥𝑥0 が求められる. よって
Σ は可観測.

である. 右辺第2項は 𝑢𝑢(⋅) から計算できるので, これを 𝑓𝑓(𝑡𝑡) とした. 前から

𝑒𝑒𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝐶𝐶𝑇𝑇 をかけて 0, 𝑡𝑡1 で積分すると

�
0

𝑡𝑡1
𝑒𝑒𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝐶𝐶𝑇𝑇 𝑦𝑦 𝑡𝑡 − 𝑓𝑓 𝑡𝑡 d𝑡𝑡 = �

0

𝑡𝑡1
𝑒𝑒𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝐶𝐶𝑇𝑇𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡 𝑥𝑥0 = 𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 𝑥𝑥0
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𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 が正定でないならば, Σ は可観測でない.

𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 が正定でない（零固有値をもつ）ので, 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 𝜂𝜂 = 0 となる
非零の 𝜂𝜂が存在する. よって

証明

となるから, 𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝜂𝜂 = 0, 𝑡𝑡 ∈ 0, 𝑡𝑡1 . ここで u 𝑡𝑡 = 0 とおいたシステム

𝜂𝜂𝑇𝑇𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 𝜂𝜂 = �
0

𝑡𝑡1
𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝐶𝐶𝑇𝑇𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝜂𝜂 𝑑𝑑𝑡𝑡 = �

0

𝑡𝑡1
𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝜂𝜂 2 𝑑𝑑𝑡𝑡 = 0

�̇�𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥 0 = 𝜂𝜂

を考えると, 出力は 𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝜂𝜂 となる. これは初期値 𝜂𝜂 ≠ 0 に対する出
力が恒等的に 0 であることを示しており, 𝜂𝜂 は初期値 0 と見分けることがで
きない. したがって Σ は可観測でない.
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Σ が可観測⇔ rank 𝑀𝑀 = 𝑛𝑛 の証明

𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 が正定 ⇔ rank 𝑀𝑀 = 𝑛𝑛 より示せ.

(⇐)

𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 が正定でないとする. 構造から 𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 ≥ 0 なので, 𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 は
零固有値をもつ. すなわち 𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 𝜁𝜁 = 0 となるような非零ベクトル 𝜁𝜁 が存在.
これより

0 = 𝜁𝜁𝑇𝑇𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 𝜁𝜁 = �
0

𝑡𝑡1
𝜁𝜁𝑇𝑇𝑒𝑒𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝐶𝐶𝑇𝑇𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝜁𝜁𝑑𝑑𝑡𝑡 = �

0

𝑡𝑡1
𝜇𝜇 𝑡𝑡 2𝑑𝑑𝑡𝑡 , 𝜇𝜇 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝜁𝜁

したがって 𝜇𝜇 𝑡𝑡 ≡ 0, 𝑡𝑡 ∈ 0, 𝑡𝑡1 となる. 𝜇𝜇 0 = 0 より 𝐶𝐶𝜁𝜁 = 0 となる.

さらに 𝜇𝜇𝑘𝑘 0 = 0, 𝑘𝑘 = 1,2,⋯ ,より 𝐶𝐶𝐴𝐴𝑘𝑘𝜁𝜁 = 0, 𝑘𝑘 = 1,2,⋯が得られる. 
したがって 𝑀𝑀𝜁𝜁 = 0, すなわち rank 𝑀𝑀 < 𝑛𝑛. 対偶を取ると, rank 𝑀𝑀 ≥ 𝑛𝑛
ならば 𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 > 0 (𝑀𝑀 のランクは 𝑛𝑛 を越えないから rank 𝑀𝑀 = 𝑛𝑛).
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(⇒)

rank 𝑀𝑀 ≠ 𝑛𝑛のとき 𝑀𝑀𝜁𝜁 = 0 を満たす非零ベクトル 𝜁𝜁 が存在.

𝐶𝐶𝐴𝐴𝑘𝑘𝜁𝜁 = 0 ⋯ (1) 𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑛𝑛 − 1

ケーリーハミルトンの定理を用いると, 無限級数 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡 を 𝑛𝑛 − 1 次までのべきで
次のように表現できる. 

𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡 = �
𝑖𝑖=0

𝑛𝑛−1

𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑡𝑡 𝐴𝐴𝑖𝑖 .

ここで 𝜇𝜇 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝜁𝜁 とすると先の議論のとおり, 𝜁𝜁𝑇𝑇𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 𝜁𝜁 = ∫0
𝑡𝑡1 𝜇𝜇 𝑡𝑡 2𝑑𝑑𝑡𝑡

であるが, 上式から 𝜇𝜇 𝑡𝑡 は

𝜇𝜇 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝜁𝜁 = �
𝑖𝑖=0

𝑛𝑛−1

𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑡𝑡 𝐶𝐶𝐴𝐴𝑖𝑖𝜁𝜁 .

と表現できる. 条件 (1) より, 任意の時刻で𝜇𝜇 𝑡𝑡 = 0 となる. したがって
𝜁𝜁𝑇𝑇𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 𝜁𝜁 = 0 となるので, 𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 は正定でない.

対偶をとると 𝑀𝑀 0, 𝑡𝑡1 > 0 ならば rank 𝑀𝑀 = 𝑛𝑛 である.
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𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

=

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

+
0
⋮
0
1

𝑢𝑢

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑛𝑛 ⋯ 𝑏𝑏2 𝑏𝑏1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑦𝑦 𝑠𝑠 = 𝐺𝐺 𝑠𝑠 𝑢𝑢 𝑠𝑠 , 𝐺𝐺 𝑠𝑠 =
𝑏𝑏1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑎𝑎𝑛𝑛

スカラの伝達関数は転置をとっても同じ.

可制御正準形

�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑢𝑢

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥

𝐺𝐺 𝑠𝑠 = 𝐶𝐶 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴 −1𝐵𝐵

−𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1 ⋯ −𝑎𝑎1

0
⋮
0

1
⋱

10

0
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𝐺𝐺𝑇𝑇 𝑠𝑠 = 𝐵𝐵𝑇𝑇 𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐴𝐴𝑇𝑇 −1𝐶𝐶𝑇𝑇

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

=

0
1

0 −𝑎𝑎𝑛𝑛
0 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1

⋱
0

⋮
1 −𝑎𝑎1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

+

𝑏𝑏𝑛𝑛
⋮
𝑏𝑏2
𝑏𝑏1

𝑢𝑢

𝑦𝑦 = 0 ⋯ 0 1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

可制御正準形の転置をとると, 𝐴𝐴𝑇𝑇に新たな𝐴𝐴が, 𝐶𝐶𝑇𝑇に新たな𝐵𝐵が, 
𝐵𝐵𝑇𝑇に新たな𝐶𝐶が対応する.

この実現の可観測行列 𝑀𝑀 =
0 ⋯
⋮

0 1
1 ∗

0
1 ∗

∗ ∗
∗ ∗

“可観測”正準形

rank 𝑀𝑀 = 𝑛𝑛
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可観測であることと等価な条件のひとつは
「出力フィードバック 𝐴𝐴 + 𝐿𝐿𝐶𝐶 によって任意の極配置が可能」ということである.

可制御正準形の場合と同様に確かめられる.

𝐴𝐴 =

0
1

0 −𝑎𝑎𝑛𝑛
0 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1

⋱
0

⋮
1 −𝑎𝑎1

, 𝐶𝐶 = 0 ⋯ 0 1 , 𝐿𝐿 =
𝑙𝑙𝑛𝑛
⋮
𝑙𝑙1

閉ループ系�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐿𝐿𝑦𝑦,𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 �̇�𝑥 = 𝐴𝐴 + 𝐿𝐿𝐶𝐶 𝑥𝑥 = �̃�𝐴𝑥𝑥

閉ループ極（�̃�𝐴の固有値） 𝑠𝑠𝑠𝑠 − �̃�𝐴 = 0 はどうなるか?

座標変換によって, 与えられた状態空間表現を可観測正準形に変換すれば
出力フィードバックゲインの設計が容易にできる.

何の役に立つかは次回
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𝑦𝑦 𝑠𝑠 =
𝑏𝑏1𝑠𝑠2 + 𝑏𝑏2𝑠𝑠 + 𝑏𝑏3

𝑠𝑠3 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠2 + 𝑎𝑎2𝑠𝑠 + 𝑎𝑎3
𝑢𝑢(𝑠𝑠) =

𝑁𝑁 𝑠𝑠
𝐷𝐷 𝑠𝑠

𝑢𝑢(𝑠𝑠)

= 𝑠𝑠3 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠2 + 𝑎𝑎2𝑠𝑠 + 𝑎𝑎3 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏1𝑠𝑠2 + 𝑏𝑏2𝑠𝑠 + 𝑏𝑏3 𝑢𝑢

例）

= 𝑠𝑠 𝑠𝑠 𝑠𝑠 + 𝑎𝑎1 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏1𝑢𝑢 +𝑎𝑎2 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏2𝑢𝑢 + 𝑎𝑎3𝑦𝑦 − 𝑏𝑏3𝑢𝑢

0 = 𝐷𝐷 𝑠𝑠 𝑦𝑦 𝑠𝑠 − 𝑁𝑁 𝑠𝑠 𝑢𝑢 𝑠𝑠

𝜁𝜁

𝜉𝜉
𝑠𝑠𝜉𝜉 = −𝑎𝑎3𝑦𝑦 + 𝑏𝑏3𝑢𝑢

𝑠𝑠𝜁𝜁 = 𝜉𝜉 − 𝑎𝑎2𝑦𝑦 + 𝑏𝑏2𝑢𝑢

𝑠𝑠𝑦𝑦 = 𝜁𝜁 −𝑎𝑎1 𝑦𝑦 + 𝑏𝑏1𝑢𝑢

�̇�𝑥 =
0 0 −𝑎𝑎3
1 0 −𝑎𝑎2
0 1 −𝑎𝑎1

𝑥𝑥+
𝑏𝑏3
𝑏𝑏2
𝑏𝑏1

𝑢𝑢, 𝑦𝑦 = 0 0 1 𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜉𝜉
𝜁𝜁
𝑦𝑦

伝達関数から可観測正準形をつくる方法



Systems Control II 39

可観測正準形のブロック線図

1/𝑠𝑠 1/𝑠𝑠 1/𝑠𝑠
𝑢𝑢

�̇�𝜉 𝜉𝜉

𝜁𝜁

−𝑎𝑎3

−𝑎𝑎2

−𝑎𝑎1

𝑏𝑏1

𝑏𝑏3

𝑠𝑠𝜉𝜉 = −𝑎𝑎3𝑦𝑦 + 𝑏𝑏3𝑢𝑢

𝑠𝑠𝜁𝜁 = 𝜉𝜉 − 𝑎𝑎2𝑦𝑦 + 𝑏𝑏2𝑢𝑢

𝑠𝑠𝑦𝑦 = 𝜁𝜁 −𝑎𝑎1 𝑦𝑦 + 𝑏𝑏1𝑢𝑢

𝑏𝑏2

𝑦𝑦
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初期値を 0 としたときの,𝑢𝑢から𝑦𝑦への伝達関数を求めよ.
�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑢𝑢
𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥

𝐴𝐴 = 0 1
−1 −2 ,𝐵𝐵 = 0

1 , 𝐶𝐶 = 1 1

𝐴𝐴 = −1 0
0 −2 ,𝐵𝐵 = 1

1 , 𝐶𝐶 = 1 0

それぞれの(可制御性), 可観測性を調べ,
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ある 𝑛𝑛 次元の状態ベクトルに関する状態空間表現は, 可制御かつ
可観測のとき, 𝑛𝑛 次の伝達関数に対応する. (そうでないときは, 
入出力関係から見たとき, 冗長な部分を含む.)

逆に同じ伝達関数を与える実現の中で, 異なる次元をもつものがある.
実現の中で状態空間の次元が最小のものを最小実現という. 
最小実現は可制御かつ可観測である.

𝑚𝑚�̈�𝑥 + 𝑑𝑑�̇�𝑥 + 𝑘𝑘𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 最小実現は2次元

最小実現は3次元

ローターの
運動方程式 2次

𝑅𝑅𝐿𝐿回路方程式 1次
+
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対角正準形

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

=

𝜆𝜆1 0
0 𝜆𝜆2

⋯ 0
⋱ ⋮

⋮ ⋱
0 ⋯

⋱ 0
0 𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

+

𝑏𝑏1
𝑏𝑏2
⋮
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑢𝑢

𝑦𝑦 = 𝑐𝑐1 𝑐𝑐2 ⋯ 𝑐𝑐𝑛𝑛

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

第𝑖𝑖モード
1

𝑠𝑠−𝜆𝜆𝑖𝑖
が伝達関数に現れるためには, 𝑏𝑏𝑖𝑖 ≠ 0 かつ 𝑐𝑐𝑖𝑖 ≠ 0.

𝜆𝜆𝑖𝑖 ≠ 𝜆𝜆𝑗𝑗 (𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗)
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対角正準形のブロック線図

𝑏𝑏1 1/𝑠𝑠

𝜆𝜆1

𝑐𝑐1

⋮

⋮

𝑏𝑏𝑖𝑖 1/𝑠𝑠

𝜆𝜆𝑖𝑖

𝑐𝑐𝑖𝑖

𝑏𝑏𝑛𝑛 1/𝑠𝑠

𝜆𝜆𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑛𝑛
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