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7/16 ５回目 可制御性

システム制御Ⅱ

担当：平田健太郎
第2学期 火 1, 2限 8：40-10：50
5号館 第16講義室

Systems Control II
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講義日程 （予定）

6/18 1回目 はじめに/古典制御の問題点
6/25 2回目 系のモデリングと状態方程式表現
7/2 3回目 状態方程式の解/伝達関数との関係
7/9 4回目 安定性と系の固有値，安定判別法
7/16 5回目 可制御性
7/23 6回目 可観測性
7/30 7回目 レギュレータ/オブザーバ
8/6 8回目 まとめ/期末試験

評価: 出席, レポート提出状況, 試験結果などから総合的に判定
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前回のSummary

Σ �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 が漸近安定であるための必要十分

𝐴𝐴の全ての固有値の実部が負であること条件は

通常, 安定性は「解」や「平衡点」に対して考えるものであるが, 線形システ

ム �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 に対して 𝑥𝑥 = 0 は常に解（零解）であり, 平衡点でもある. した
がって, 「 Σ �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 の零解が安定である」 あるいは 「 Σ �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 におい
て原点が安定である」 という代わりに 「システム Σ が安定である」 という言
い方を許容している. さらに安定条件は 𝐴𝐴の固有値分布によって決まるた
め, 𝐴𝐴の全ての固有値の実部が負であることを 「𝐴𝐴が安定（行列）である」
あるいは 「𝐴𝐴がフルビッツ (安定) である」 などという.

系のエネルギーに着目した安定判別の方法もある.
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�̇�𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑡𝑡) の解は

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝑥𝑥 0 + �
0

𝑡𝑡
𝑒𝑒𝐴𝐴(𝑡𝑡−𝜏𝜏)𝐵𝐵𝐵𝐵(𝜏𝜏)d𝜏𝜏

𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥 0 = 0 とする. 𝑔𝑔 𝑡𝑡 = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵 (スカラー）とすれば

第2項についての安定性は古典制御（伝達関数）の場合と同じ

インパルス応答 𝑔𝑔 𝑡𝑡 が絶対可積分であることが, 𝐺𝐺 𝑠𝑠 = ℒ 𝑔𝑔(𝑡𝑡) が
（入出力）安定であるための必要十分条件であった. 𝐴𝐴の全ての固有値
の実部が負であるとき,𝑔𝑔 𝑡𝑡 は収束する指数関数の和なので絶対可積分.

�
0

∞
𝑔𝑔(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑡𝑡 ≤ 𝑀𝑀 < ∞

𝐴𝐴の全ての固有値の実部が負であることは入出力安定性も保証する.
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�̇�𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑡𝑡) に対して 𝐵𝐵 𝑡𝑡 = 𝐾𝐾𝑥𝑥(𝑡𝑡) というフィードバックを施す. 

これを状態フィードバックという. 

状態フィードバックによって �̇�𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑡𝑡 ⇒ �̇�𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝐾𝐾𝑥𝑥 𝑡𝑡

= 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐾𝐾 𝑥𝑥 𝑡𝑡 =:𝐴𝐴𝑐𝑐𝑥𝑥 𝑡𝑡

となるので, 閉ループ系の安定性は, 自励系 �̇�𝑥 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑐𝑐𝑥𝑥 𝑡𝑡 の安定性に
帰着される.

𝐴𝐴𝑐𝑐 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐾𝐾 のすべての固有値の実部が負となるように, ゲイン 𝐾𝐾 を
決定する. 

状態フィードバック安定化
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5. 可制御性
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そもそも 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐾𝐾 のすべての固有値の実部が負となる
ように, ゲイン 𝐾𝐾 を決められるか, は行列 𝐴𝐴,𝐵𝐵に依存
する

システム, あるいは行列対 𝐴𝐴,𝐵𝐵の可制御性の概念



対象システム： 線形時不変系

Σ

8

�̇�𝑥(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝐵𝐵 (𝑡𝑡)
𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶𝑥𝑥 (𝑡𝑡)

𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛,𝐵𝐵 ∈ ℝ𝑚𝑚,𝑦𝑦 ∈ ℝ𝑝𝑝

[定義 (可制御性)]

初期状態 𝑥𝑥 0 = 𝑥𝑥0 と有限時刻 𝑡𝑡1 > 0 が与えられたとき,   システムを 𝑥𝑥0
から原点 𝑥𝑥 = 0 に遷移させる, すなわち 𝑥𝑥 𝑡𝑡1 = 0 とするような制御入力
𝐵𝐵 𝜏𝜏 , 𝜏𝜏 ∈ 0, 𝑡𝑡1 が存在するとき, 点 𝑥𝑥0 は可制御であるという. 
任意の 𝑥𝑥0 ∈ ℝ𝑛𝑛 が可制御であるとき, システム Σ は可制御であるという．



𝑛𝑛次元ベクトルの組 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,⋯ ,𝑎𝑎𝑛𝑛 に対して, 𝑎𝑎𝑖𝑖 と 𝑎𝑎𝑗𝑗 の内積を

(𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 要素にもつ行列をグラム行列 (Gramian) という.

9

区間 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 で2乗可積分な関数

ベクトルの内積: 𝑎𝑎𝑖𝑖 ,𝑎𝑎𝑗𝑗 = 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑇𝑇𝑎𝑎𝑖𝑖

�
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑓𝑓 𝑡𝑡 2𝑑𝑑𝑡𝑡 =�

𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑓𝑓𝑇𝑇 𝑡𝑡 𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 < 𝑀𝑀 < ∞

からなる空間 ℒ2 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 において, 関数同士の内積が

𝑓𝑓(𝑡𝑡),𝑔𝑔(𝑡𝑡) = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑔𝑔𝑇𝑇 𝑡𝑡 𝑓𝑓 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡

と定められる.



𝑓𝑓𝑖𝑖 と 𝑓𝑓𝑗𝑗 の内積を (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 要素にもつグラム行列𝑊𝑊 を考える.
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𝑓𝑓1(𝑡𝑡)
⋮

𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
= 𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵 とする.

𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 : = 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑡𝑡), 𝑓𝑓𝑗𝑗(𝑡𝑡) = �
0

𝑡𝑡1
𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑓𝑓𝑖𝑖 は横ベクトルであることに注意.

これを可制御性グラミアンという.
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𝑓𝑓1(𝑡𝑡)
⋮

𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
= 𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵

可制御性グラミアンが正則か？

𝑓𝑓1 𝑡𝑡 ,⋯ , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑡𝑡) の組がℝn に値をとる関数を十分に表現できるかどうか？

𝑓𝑓1 𝑡𝑡 ,⋯ , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑡𝑡) がℝn に値をとる関数の基底として十分か？
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𝜂𝜂𝑇𝑇𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 𝜂𝜂 = �
0

𝑡𝑡1
𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝜂𝜂 𝑑𝑑𝑡𝑡 = �

0

𝑡𝑡1
𝜉𝜉 𝑡𝑡 2𝑑𝑑𝑡𝑡

可制御性グラミアンはその構造から, 半正定行列である.

𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 の二次形式は

𝜉𝜉 𝑡𝑡 = 𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝜂𝜂 ∈ ℝ𝑚𝑚

となるので, 任意の 𝜂𝜂 ≠ 0 に対して 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 𝜂𝜂 ≥ 0.

𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 ≥ 0
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関数ではなく通常の数ベクトルの場合を考えると

𝑛𝑛次元ベクトルの組 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,⋯ ,𝑎𝑎𝑛𝑛 が線形独立であるかどうか？

線形独立ならば, これらから ℝn の基底を選べる. 正規直交基底も

生成できる. 
線形独立 ⇔ 𝐴𝐴 ≠ 0, 𝐴𝐴 ≔ 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑊𝑊 ≔ 𝐴𝐴𝑇𝑇𝐴𝐴 =
𝑎𝑎1,𝑎𝑎1 ⋯ 𝑎𝑎1,𝑎𝑎𝑛𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑎𝑛𝑛,𝑎𝑎1 ⋯ 𝑎𝑎𝑛𝑛, 𝑎𝑎𝑛𝑛
グラミアンに相当

𝑊𝑊 > 0 のとき平方根行列𝑊𝑊1/2 (正則) が存在して

�̃�𝐴 ≔ �𝑎𝑎1 �𝑎𝑎2 ⋯ �𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎1 𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑊𝑊−1/2

とすると

= 𝐴𝐴𝑊𝑊−1/2

�𝑎𝑎𝑖𝑖 , �𝑎𝑎𝑗𝑗 = �̃�𝐴𝑇𝑇�̃�𝐴 = 𝑊𝑊−1/2𝐴𝐴𝑇𝑇𝐴𝐴𝑊𝑊−1/2 = 𝑊𝑊−1/2𝑊𝑊𝑊𝑊−1/2 = 𝐼𝐼

�𝑎𝑎1, �𝑎𝑎2,⋯ , �𝑎𝑎𝑛𝑛 は正規直交系である.よって

𝑊𝑊 > 0 ならば基底として十分！
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Σ が可制御であるための必要十分条件は
可制御性グラミアン𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 が正定であることである.

定理：



15

𝐵𝐵 𝜏𝜏 = −𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝜏𝜏𝑊𝑊−1 0, 𝑡𝑡1 𝑥𝑥0, 𝜏𝜏 ∈ [0, 𝑡𝑡1]

𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 が正定ならば, Σ は可制御である.

𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 が正定であるとき, 全ての固有値は正なので, 逆行列が存在する.

証明

制御入力 𝐵𝐵 𝜏𝜏 を

と定める. 状態方程式の解より

𝑥𝑥 𝑡𝑡1 = 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡1𝑥𝑥0 + �
0

𝑡𝑡1
𝑒𝑒𝐴𝐴(𝑡𝑡1−𝜏𝜏)𝐵𝐵𝐵𝐵(𝜏𝜏)d𝜏𝜏

= 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡1 𝑥𝑥0 − �
0

𝑡𝑡1
𝑒𝑒−𝐴𝐴𝜏𝜏𝐵𝐵𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝜏𝜏𝑊𝑊−1 0, 𝑡𝑡1 𝑥𝑥0d𝜏𝜏

= 𝑒𝑒𝐴𝐴𝑡𝑡1 𝐼𝐼 −𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 𝑊𝑊−1 0, 𝑡𝑡1 𝑥𝑥0 = 0.

たしかに, 制御入力 𝐵𝐵 𝜏𝜏 によって 𝑥𝑥0 から原点に状態を遷移させる
ことができる. 𝑥𝑥0 は任意のベクトルとすることができるので, Σ は可制御.
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𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 が正定でないならば, Σ は可制御でない.

𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 が正定でない（零固有値をもつ）ので, 𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 𝜂𝜂 = 0 となる
非零の 𝜂𝜂が存在する. 

証明

Σ が可制御であるならば, この初期値を原点に遷移させる制御入力
𝐵𝐵 𝜏𝜏 が存在する. すなわち

�
0

𝑡𝑡1
𝑒𝑒−𝐴𝐴𝜏𝜏𝐵𝐵𝐵𝐵(𝜏𝜏)d𝜏𝜏 = −𝜂𝜂 ⋯ (1)

一方, 0 = 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 𝜂𝜂 = ∫0
𝑡𝑡1 𝜉𝜉 𝜏𝜏 2𝑑𝑑𝜏𝜏より, 時間関数 𝜉𝜉 𝜏𝜏 = 𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝜏𝜏𝜂𝜂

は 𝜏𝜏 ∈ 0, 𝑡𝑡1 において恒等的に 0. すなわち

𝜉𝜉𝑇𝑇 𝜏𝜏 = 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝜏𝜏𝐵𝐵 = 0, 𝜏𝜏 ∈ 0, 𝑡𝑡1 .

よって, (1)の両辺に左から 𝜂𝜂𝑇𝑇 をかけると 𝜂𝜂𝑇𝑇𝜂𝜂 = 𝜂𝜂 2 = 0. これは
𝜂𝜂 ≠ 0 に矛盾するので, Σ は可制御でない.



Systems Control II 17

可制御性をチェックするために積分�
0

𝑡𝑡1
𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡

を計算するのは実用的ではない. より代数的な方法はないか？

𝑊𝑊: = 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝐵𝐵 𝐴𝐴2𝐵𝐵⋯𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝐵𝐵

を可制御行列という. 𝑊𝑊 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑛𝑛𝑚𝑚. 𝑊𝑊 のランクが 𝑛𝑛 であるとき,
Σ は可制御である（必要十分条件）.

ランク（階数）： 線形独立な行ベクトルまたは列ベクトルの最大本数
正方行列であれば, フルランク ⇔ 正則

rank 𝑊𝑊 = 𝑛𝑛
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行列 𝐴𝐴 = 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,⋯ , 𝑎𝑎𝑛𝑛 とすると, ベクトル 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2,⋯ , 𝑎𝑎𝑛𝑛 のうち, 一次独立である
ベクトルの最大本数が rank 𝐴𝐴である (rank 𝐴𝐴 ≤ 𝑛𝑛).

明らかに, 一次独立であるベクトルの最大本数はベクトルの並び順には依存しな
いから, 列の入れ替えに対して階数は不変.

また, 列のスカラ倍に対して階数は不変.

さらに, ある列のスカラ倍を他の列に加えても階数は不変.

基本変形

階数は, 行列式が非零となる最大の小行列のサイズとしても定義できる.
上記は行列式が不変である条件なので, この定義による方が見通しがよい.
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例題:  次の行列のランクを求めよ.

4 1
−7 2

3 −1
3 4

−1 1
11 −1

2 1
0 −5
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Σ が可制御⇔ rank 𝑊𝑊 = 𝑛𝑛の証明

𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 が正定 ⇔ rank 𝑊𝑊 = 𝑛𝑛 より示す.

(⇐)
𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 が正定でないとする. その構造から𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 は半正定なので
零固有値をもつ. すなわち𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 𝜂𝜂 = 0 となるような非零の 𝜂𝜂 が存在.

0 = 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 𝜂𝜂 = �
0

𝑡𝑡1
𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝜂𝜂 𝑑𝑑𝑡𝑡 = �

0

𝑡𝑡1
𝜉𝜉 𝑡𝑡 2𝑑𝑑𝑡𝑡

𝜉𝜉 𝑡𝑡 = 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵 (横ベクトル) 𝜉𝜉 𝑡𝑡 = 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝑡𝑡1]

𝜉𝜉 𝑡𝑡 = 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵に 𝑡𝑡 = 0 を代入して 𝜂𝜂𝑇𝑇𝐵𝐵 = 0.

𝜉𝜉 𝑡𝑡 = 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝑡𝑡1] より 𝜉𝜉 0 = 0
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さらに
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜉𝜉 𝑡𝑡 = 0 , 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝑡𝑡1]より

�
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜉𝜉 𝑡𝑡

𝑡𝑡=0
= �−𝜂𝜂𝑇𝑇𝐴𝐴𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵

𝑡𝑡=0
= −𝜂𝜂𝑇𝑇𝐴𝐴𝐵𝐵 = 0.

以下同様に
𝑑𝑑𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑘𝑘
𝜉𝜉 𝑡𝑡 = 0 , 𝑘𝑘 = 2,⋯ ,𝑛𝑛 − 1, 𝜉𝜉 ∈ 0, 𝑡𝑡1 より

�
𝑑𝑑𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑘𝑘
𝜉𝜉 𝑡𝑡

𝑡𝑡=0

= �−1 𝑘𝑘𝜂𝜂𝑇𝑇𝐴𝐴𝑘𝑘𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵
𝑡𝑡=0

= −1 𝑘𝑘𝜂𝜂𝑇𝑇𝐴𝐴𝑘𝑘𝐵𝐵 = 0.

まとめると 𝜂𝜂𝑇𝑇 𝐵𝐵 𝐴𝐴𝐵𝐵⋯𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝐵𝐵 = 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑊𝑊 = 0
よって𝑊𝑊の行ベクトルは一次独立でない ⇒ rank 𝑊𝑊 < 𝑛𝑛.
したがって rank 𝑊𝑊 ≥ 𝑛𝑛 ⇒ 𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 > 0 .

rank 𝑊𝑊 ≤ 𝑛𝑛なので rank 𝑊𝑊 ≥ 𝑛𝑛 ⇔ rank 𝑊𝑊 = 𝑛𝑛.
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𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 が正定 ⇔ rank 𝑊𝑊 = 𝑛𝑛 より示す.

(⇒)
rank 𝑊𝑊 ≠ 𝑛𝑛 とする. 先と同様, 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑊𝑊 = 0 となるような非零の 𝜂𝜂 が存在.

𝜂𝜂𝑇𝑇𝐴𝐴𝑘𝑘𝐵𝐵 = 0 ⋯ (1)

𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡 = 𝐼𝐼 −
1
1!𝐴𝐴𝑡𝑡 +

1
2!𝐴𝐴

2𝑡𝑡2 −
1
3!𝐴𝐴

3𝑡𝑡3 +
1
4!𝐴𝐴

4𝑡𝑡4 ⋯

ケーリー・ハミルトンの定理より 𝑓𝑓 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝐴𝐴 のとき, 𝑓𝑓 𝐴𝐴 = 0 であるから

𝐴𝐴𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝐴𝐴𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝐴𝐴 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝐼𝐼 = 0

が成り立つ. これによって行列指数関数

𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑛𝑛 − 1

を 𝐴𝐴の 𝑛𝑛 − 1次までのべきを使って以下のように表現できる. 

𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡 = �
𝑖𝑖=0

𝑛𝑛−1

𝛽𝛽𝑖𝑖 𝑡𝑡 𝐴𝐴𝑖𝑖
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𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵 = 0,∀𝑡𝑡 �
0

𝑡𝑡1
𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵𝐵𝐵𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑇𝑇𝑡𝑡𝜂𝜂 𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝜂𝜂𝑇𝑇𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 𝜂𝜂 = 0.

非零の 𝜂𝜂 に対して二次形式が0となるので 𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 ≯ 0.

したがって𝑊𝑊 0, 𝑡𝑡1 > 0 ⇒ rank 𝑊𝑊 = 𝑛𝑛.

となるが, (1)より

𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵 = 0, ∀𝑡𝑡

が成り立つ. 先と同様に

𝜂𝜂𝑇𝑇𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑡𝑡𝐵𝐵 = �
𝑖𝑖=0

𝑛𝑛−1

𝛽𝛽𝑖𝑖 𝑡𝑡 𝜂𝜂𝑇𝑇𝐴𝐴𝑖𝑖𝐵𝐵
ゆえに
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変数 𝜉𝜉 に関する連立１階微分方程式にする

𝑦𝑦 𝑠𝑠 =
𝑏𝑏1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑎𝑎𝑛𝑛
𝐵𝐵(𝑠𝑠) =

𝑁𝑁 𝑠𝑠
𝐷𝐷 𝑠𝑠

𝐵𝐵(𝑠𝑠)

第２回の講義で扱った「伝達関数から状態空間表現を求める方法」を一般化する.

𝑦𝑦 𝑠𝑠 = 𝑁𝑁 𝑠𝑠 𝜉𝜉 𝑠𝑠 , 𝜉𝜉 𝑠𝑠 =
𝐵𝐵(𝑠𝑠)
𝐷𝐷 𝑠𝑠

ℒ−1

𝐷𝐷(𝑠𝑠)𝜉𝜉 𝑠𝑠 = 𝐵𝐵(𝑠𝑠)

𝑑𝑑𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑛𝑛 𝜉𝜉 𝑡𝑡 = −𝑎𝑎1
𝑑𝑑𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑛𝑛−1 𝜉𝜉 𝑡𝑡 − ⋯− 𝑎𝑎𝑛𝑛−1
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡 𝜉𝜉 𝑡𝑡 − 𝑎𝑎𝑛𝑛𝜉𝜉 𝑡𝑡 + 𝐵𝐵(𝑡𝑡)
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𝑥𝑥1 = 𝜉𝜉, 𝑥𝑥2 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜉𝜉,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 =

𝑑𝑑𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑛𝑛−1
𝜉𝜉

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

=

0 1
⋮

0
⋱

0
−𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1

1
⋯ −𝑎𝑎1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

+
0
⋮
0
1

𝐵𝐵

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑛𝑛 ⋯ 𝑏𝑏2 𝑏𝑏1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑦𝑦 𝑠𝑠 = 𝑁𝑁 𝑠𝑠 𝜉𝜉 𝑠𝑠 𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝑏𝑏1
𝑑𝑑𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑛𝑛−1
𝜉𝜉 𝑡𝑡 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛−1

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜉𝜉 𝑡𝑡 + 𝑏𝑏𝑛𝑛𝜉𝜉 𝑡𝑡

𝑑𝑑𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑛𝑛
𝜉𝜉 𝑡𝑡 = −𝑎𝑎1

𝑑𝑑𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑛𝑛−1
𝜉𝜉 𝑡𝑡 − ⋯− 𝑎𝑎𝑛𝑛−1

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝜉𝜉 𝑡𝑡 − 𝑎𝑎𝑛𝑛𝜉𝜉 𝑡𝑡 + 𝐵𝐵(𝑡𝑡)𝐷𝐷(𝑠𝑠)𝜉𝜉 𝑠𝑠 = 𝐵𝐵(𝑠𝑠)



26

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

=

0 1
⋮

0
⋱

0
−𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1

1
⋯ −𝑎𝑎1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

+
0
⋮
0
1

𝐵𝐵

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑛𝑛 ⋯ 𝑏𝑏2 𝑏𝑏1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
⋮
𝑥𝑥𝑛𝑛

伝達関数から状態空間表現を求めることを実現という. (得られた状態空間表現を
伝達関数の実現ともいう.) 

この実現の可制御行列 𝑊𝑊 を求めよ.

𝑦𝑦 𝑠𝑠 = 𝐺𝐺 𝑠𝑠 𝐵𝐵 𝑠𝑠 , 𝐺𝐺 𝑠𝑠 =
𝑏𝑏1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑠𝑠𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑠𝑠 + 𝑎𝑎𝑛𝑛
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計算用ページ
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先の結果から,        の実現を, 可制御正準形という. 

可制御であることと等価な条件のひとつは
「状態フィードバックによって任意の極配置が可能」ということである.

可制御正準形を用いてこれを確かめよう.

𝐴𝐴 =

0 1
⋮

0
⋱

0
−𝑎𝑎𝑛𝑛 −𝑎𝑎𝑛𝑛−1

1
⋯ −𝑎𝑎1

,𝐵𝐵 =
0
⋮
0
1

,𝐾𝐾 = 𝑘𝑘𝑛𝑛 ⋯ 𝑘𝑘1

閉ループ系�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝐵𝐵 = 𝐾𝐾𝑥𝑥 �̇�𝑥 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐾𝐾 𝑥𝑥 = �̃�𝐴𝑥𝑥

閉ループ極（�̃�𝐴の固有値） 𝑠𝑠𝐼𝐼 − �̃�𝐴 = 0 はどうなるか?
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計算用ページ
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実現は一通りではない（一意ではない）.

�̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵,𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 𝑠𝑠𝐼𝐼 − 𝐴𝐴 −1𝐵𝐵𝐵𝐵

正則な 𝑇𝑇 によって �̅�𝑥 = 𝑇𝑇𝑥𝑥 とする（座標変換）. このとき

̇�̅�𝑥 = 𝑇𝑇�̇�𝑥 = 𝑇𝑇 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇−1 𝑇𝑇𝑥𝑥 + 𝑇𝑇𝐵𝐵𝐵𝐵 =: �̅�𝐴�̅�𝑥 + �𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1𝑇𝑇𝑥𝑥 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1�̅�𝑥

よって �̇�𝑥 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵,𝑦𝑦 = 𝐶𝐶𝑥𝑥 と �̇�𝑥 = �̅�𝐴𝑥𝑥 + �𝐵𝐵𝐵𝐵,𝑦𝑦 = �̅�𝐶𝑥𝑥

の入出力関係は同じ.(状態 𝑥𝑥 のもつ意味は異なる）

�̅�𝐴 = 𝑇𝑇𝐴𝐴𝑇𝑇−1, �𝐵𝐵 = 𝑇𝑇𝐵𝐵, �̅�𝐶 = 𝐶𝐶𝑇𝑇−1

座標変換によって, 与えられた状態空間表現を可制御正準形に変換すれば
状態フィードバックゲインの設計が容易にできる.
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座標変換によって伝達関数は不変である. 確かめよ.

�̅�𝐶 𝑠𝑠𝐼𝐼 − �̅�𝐴 −1 �𝐵𝐵 =?
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