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12/23 第7回

過渡応答と安定性 (1)

システム制御Ⅰ

担当：平田健太郎

4学期
月 5, 6限 14：00-16：10

木 3, 4限 11：00-13：10

5号館第15講義室 (システムコース）
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Schedule

1. 12/2 (today)

2. 12/5

3. 12/9 

4. 12/12

5. 12/16

6. 12/19

7. 12/23

8. 1/6

9. 1/9     中間試験

10. 1/16    

11. 1/20

12. 1/23

13. 1/27

14. 1/30

15. 2/3 

16. 2/6 期末試験
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前回のおさらい

演習問題（１）の説明

フィードバック増幅器

ブロック線図

基本要素, 結合, FF vs. FB, 簡単化



To Do (前回）

1) (Webにアクセスしてこの資料をダウンロードする.)
2) 復習
3) 教科書 4.1～4.3 を読む. 
4) Webにアップロードする演習問題 （２）をやってくる.
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時間領域における応答
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伝達関数の応答

時間応答

定常応答

過渡応答

周波数応答 （第5章）

𝑡

𝑥

過渡状態

定常状態

インパルス応答

ステップ応答

ランプ応答

正弦波応答

一定の状態（定常状態）の応答

定常状態間の振る舞い
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インパルス応答

𝛿(𝑡) 𝑦(𝑡)
𝐿𝑇𝐼

1 𝑦(𝑠)
𝐺(𝑠)

ℒ

𝑦 𝑠 = 𝐺 𝑠 ⋅ 1 = 𝐺 𝑠 𝑦 𝑡 = ℒ−1 𝐺(𝑠) = 𝑔(𝑡)

ステップ応答

1(𝑡) 𝑦(𝑡)
𝐿𝑇𝐼

1/𝑠 𝑦(𝑠)
𝐺(𝑠)

ℒ

𝑦 𝑠 = 𝐺 𝑠 ⋅ 1/𝑠 = 𝐺 𝑠 /s 𝑦 𝑡 = ℒ−1 𝐺(𝑠)/𝑠 = න
0

𝑡

𝑔(𝜉)d𝜉

（概念的に重要）

（実用上も重要）
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インパルス応答

𝐺 𝑠 =
𝑁 𝑠

𝐷 𝑠
=
𝑏0 𝑠 − 𝑧1 ⋯(𝑠 − 𝑧𝑚)

𝑠 − 𝑝1 ⋯(𝑠 − 𝑝𝑛)
, 𝑛 > 𝑚

𝑔 𝑡 = ℒ−1 𝐺(𝑠)

𝑝𝑖 ≠ 𝑝𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗 と仮定

=
𝐴1

𝑠 − 𝑝1
+⋯+

𝐴𝑛
𝑠 − 𝑝𝑛

𝐴𝑘 = lim
𝑠→𝑝𝑘

𝑠 − 𝑝𝑘 𝐺(𝑠)

Heavisideの展開定理

∴ 𝑔 𝑡 = 

𝑘=1

𝑛

𝐴𝑘𝑒
𝑝𝑘𝑡 , 𝑡 > 0

𝑝𝑘: 極, 特性根

𝑒𝑝𝑘𝑡: モード

𝐷 𝑠 が 𝑠 − 𝑝𝑘
2等の因子をもつ場合（重根）, 𝑒𝑝𝑘𝑡, 𝑡𝑒𝑝𝑘𝑡

がモードに含まれる.
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𝑝𝑘は実係数多項式 𝐷 𝑠 の零点（𝐷 𝑠 = 0の根）なので, 一般に 𝑝𝑘 ∈ ℂ

𝑝𝑘 = 𝜎 + 𝑗𝜔 → 𝑒𝑝𝑘𝑡 = 𝑒𝜎𝑡𝑒𝑗𝜔𝑡

𝑒𝑗𝜔𝑡 = 1, ∀𝑡 なので, モード 𝑒𝑝𝑘𝑡 は

𝜎 = 𝑅𝑒 𝑝𝑘 < 0 ならば,  𝑡 → ∞のとき 0に収束

𝜎 = 𝑅𝑒 𝑝𝑘 > 0 ならば,  𝑡 → ∞のとき発散

𝜎 = 𝑅𝑒 𝑝𝑘 = 0 ならば,  𝑡 → ∞のとき±1間を振動し続ける

𝑅𝑒 𝑝𝑘 < 0, ∀𝑘 ならば,  𝑡 → ∞のとき 𝑔(𝑡) → 0

任意の 𝑡 に対して
あるいは

すべての𝑡 に対して
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𝑡 > 0のとき, 右辺の各項は正であるから

𝜆 > 0のとき lim
𝑡→∞

𝑡𝑒−𝜆𝑡 → 0 ?

テーラー（マクローリン）展開

𝑒𝜆𝑡 = 1 + 𝜆𝑡 +
1

2
𝜆𝑡 2 +

1

6
𝜆𝑡 3 +⋯

𝑡𝑒−𝜆𝑡 =
𝑡

𝑒𝜆𝑡
なので, 分母・分子の増加のしかたを評価すればよい

𝑒𝜆𝑡 > 1 + 𝜆𝑡 +
1

2
𝜆𝑡 2 > 0

0 < 𝑡𝑒−𝜆𝑡 =
𝑡

𝑒𝜆𝑡
<

𝑡

1 + 𝜆𝑡 +
1
2 𝜆𝑡 2

𝑒𝜆𝑡 > 1 + 𝜆𝑡 +
1

2
𝜆𝑡 2

∴ 𝑡𝑒−𝜆𝑡 → 0 (𝑡 → ∞ ) 

→ 0 (𝑡 → ∞ ) 

モード 𝑡𝑛𝑒𝑝𝑘𝑡 を含んでも結論は同じ

𝑅𝑒 𝑝𝑘 < 0, ∀𝑘 ならば,  𝑡 → ∞のとき 𝑔(𝑡) → 0
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複素根の場合

𝑠 ∈ ℂの共役複素数 ҧ𝑠は

𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔, 𝜎, 𝜔 ∈ ℝ に対して ҧ𝑠 = 𝜎 − 𝑗𝜔 で定められる.

実係数多項式 𝐷 𝑠 の零点 （𝐷 𝑠 = 0の根）が複素根をもつとき,
必ず, その共役複素数も根となる.

さらに, ある複素モードが 𝐴𝑒(𝜎+𝑗𝜔) 𝑡 として現れるとき, 対になる
モードは ҧ𝐴𝑒(𝜎−𝑗𝜔) 𝑡 となる.

𝐴𝑒(𝜎+𝑗𝜔) 𝑡 + ҧ𝐴𝑒(𝜎−𝑗𝜔) 𝑡 = 𝑒𝜎𝑡 𝐴𝑒𝑗𝜔𝑡 + ҧ𝐴𝑒−𝑗𝜔𝑡

= 𝑒𝜎𝑡 𝐴 cos𝜔𝑡 + 𝑗 sin𝜔𝑡 + ҧ𝐴 cos𝜔𝑡 − 𝑗 sin𝜔𝑡

= 𝑒𝜎𝑡 𝐴 + ҧ𝐴 cos𝜔𝑡 + 𝑗 (𝐴 − ҧ𝐴) sin𝜔𝑡

よって両モードの和は実数成分だけを有する.

Re

Im

𝐴

ҧ𝐴

𝐴 + ҧ𝐴

𝐴 − ҧ𝐴
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ステップ応答

𝑦 𝑡 = ℒ−1 𝐺(𝑠)/𝑠

𝐺 𝑠

𝑠
=
𝑏0 𝑠 − 𝑧1 ⋯(𝑠 − 𝑧𝑚)

𝑠 𝑠 − 𝑝1 ⋯(𝑠 − 𝑝𝑛)
=
𝐵0
𝑠
+

𝐵1
𝑠 − 𝑝1

+⋯+
𝐵𝑛

𝑠 − 𝑝𝑛

∴ 𝑦 𝑡 = 𝐵0 +

𝑘=1

𝑛

𝐵𝑘𝑒
𝑝𝑘𝑡 , 𝑡 > 0

𝐵𝑘 = lim
𝑠→𝑝𝑘

𝑠 − 𝑝𝑘
𝑠

𝐺(𝑠) , 𝑘 = 1,⋯ , 𝑛𝐵0 = 𝐺 0 = −

𝑘

𝐴𝑘
𝑝𝑘

,

𝐺 𝑠 =
𝐴1

𝑠 − 𝑝1
+⋯+

𝐴𝑛
𝑠 − 𝑝𝑛
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ステップ応答

𝑦 𝑡 = 𝐵0 +

𝑘=1

𝑛

𝐵𝑘𝑒
𝑝𝑘𝑡 , 𝑡 > 0

𝑅𝑒 𝑝𝑘 < 0, ∀𝑘 ならば,  𝑡 → ∞のとき 𝑦(𝑡) → 𝐵0 (一定値)

𝑅𝑒 𝑝𝑘 の絶対値が大きいほど収束が速い.

𝑒𝜎2𝑡

1

𝑡

𝜎1 < 𝜎2 < 0

𝑒𝜎1𝑡

いちばん遅いモードが支配的：
対応する根を代表特性根という

代表特性根 𝑝𝑟: 𝑟 = argmin 𝑅𝑒 𝑝𝑘

括弧内を最小にする引数 𝑘

𝑦 𝑡 ≃ 𝐵0 + 𝐵𝑟𝑒
𝑝𝑟𝑡 or   𝐵0 + 𝐵𝑟𝑒

𝑝𝑟𝑡 +ത𝐵𝑟 𝑒
ҧ𝑝𝑟𝑡
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零点の影響

𝐺 𝑠 =
𝑁 𝑠

𝐷 𝑠
=
𝑏0 𝑠 − 𝑧1 ⋯(𝑠 − 𝑧𝑚)

𝑠 − 𝑝1 ⋯(𝑠 − 𝑝𝑛)
に入力 𝑒𝑧𝑘𝑡 を加えると？

𝑦 𝑠 = 𝐺 𝑠 𝑢 𝑠 , 𝑢(𝑠) =
1

𝑠 − 𝑧𝑘
であるから, 因子 𝑠 − 𝑧𝑘 は

約分され, 𝑦 𝑠 の分母に現れない.  したがって部分分数展開ののち,

𝑦 𝑡 を求めても, 出力はモード 𝑒𝑧𝑘𝑡 を含まない.

入力が伝達関数の零点によって遮断（ブロック）された.

零点はモードには直接影響を与えないが, 係数 𝐵𝑘 を通して応答に影響を
及ぼす. とくに零点が右半平面にある場合, ステップ応答には逆応答が生じる.
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𝑠 − 1

𝑠 + 1 (𝑠 + 2)
=

𝛼

𝑠 + 1
+

𝛽

𝑠 + 2

𝛼 + 𝛽 = 1

2𝛼 + 𝛽 = −1

(𝛼, 𝛽) = −2,3

零点が右半平面にある 𝑠 = +1 から負になる

係数 (𝛼, 𝛽)の中で, 負となるものがある

3𝑒−2𝑡

−2𝑒−𝑡
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3𝑒−2𝑡

−2𝑒−𝑡
応答は正から単調に0に近づかず
いったん負になってから0へ（逆応答）

【係数が負となるものを含む】

3𝑒−2𝑡

2𝑒−𝑡

応答は正から単調に0に近づく

【係数が正のみ】
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グラフから見るステップ応答特性

𝑇𝑟: 立上り時間 (rise time) 応答が定常値の10%から90%に達するまでの時間

𝑇𝐷: 遅延時間 (delay time) 応答が最終値の50%に達するまでの時間

𝐴max : 最大オーバーシュート (maximum overshoot) 最終値からの最大行き過ぎ量

𝑇max : 行き過ぎ時間 (peak time) 最大オーバーシュートに達する時間

𝑇𝑠: 整定時間 (settling time) 応答が最終値の±2%の範囲に落ち着くまでの時間
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 Bicycle Dynamics and Control

Basic Control Theory 20



 Bicycle Dynamics and Control

Basic Control Theory 21
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To Do (今回）

1) (Webにアクセスしてこの資料をダウンロードする)
2) 復習
3) 教科書 4.4～4.8 を読む. 
4) Webにアップロードされている演習問題（3）をやっ
てくる.
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