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システム最適化特論

担当：平田健太郎

前期前半月 5, 6限 14：00-16：10  5号館第16講義室

7/1 内点法 （続）

最短経路問題と動的計画法（DP）
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6/17   第１回 最適化問題と線形計画法（LP）
6/24  第２回 内点法
7/1    第３回 最短経路問題と動的計画法（DP）
7/8    第４回 最適制御
7/18* 第５回 二次計画法(QP)とモデル予測制御(MPC)

7/22  第６回 凸解析と線形行列不等式
7/29  第７回 線形行列不等式(LMI)による制御系解析・設計
8/5    第８回 非線形最適化

* irregular

講義日程（予定）
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カーマーカー特許とソフトウェア
―数学は特許になるか

中公新書 今野浩 (著)

http://images-jp.amazon.com/images/P/412101278X.09.LZZZZZZZ.jpg
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1984年11月
米国OR学会(ダラス）にて発表. 「自分の解法の出現によって新しい時代の幕が開
いた」と述べるが, 専門家からの技術的質問には一切答えないというルール破りの
行動に出た.
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サー・チャンドラシェーカル・ヴェンカタ・ラーマン
Sir Chandrasekhara Venkata Raman (1888- 1970）
インドの物理学者. 1930年ノーベル物理学賞受賞. ラマン
効果 （ラマンスペクトル）の発見者. インド本国で研究した
インド人研究者としては初めてのノーベル賞受賞者.

スブラマニアン・チャンドラセカール
Subramanyan Chandrasekhar (1910- 1995）
インド生まれのアメリカの天体物理学者. 恒星の終焉に
関する「チャンドラセカール限界」を提唱したことで知られ
る. 1983年, 「星の構造と進化にとって重要な物理的過
程の理論的研究」でノーベル物理学賞受賞.
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1984年アメリカ, ベル研究所の研究者ナレンドラ・カーマーカー
（Narendra Karmarkar）によって世界初のアルゴリズム特許が出願
され, 88年に特許申請が認められた． 数式（算法）は、特許になら
ないという常識をくつがえした．

日本にもAT&T社から「最適資源割当て方法」として出願され成立．
（特許第2033073号）

1989年AT&T  LPソルバKORBXと専用コンピュータ(8.9M$)の抱き合わせ販
売を開始. 

【KORBX購入先】
デルタ航空: 前述
米空軍: 70,000制約式, 500,000変数の問題が解けるようになった.

Karmarkar法は,  対数障壁関数を用いた射影ニュートン障壁法と同値である
ことが示された (Gill et. al., 1986) 
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最適解：

min2𝑥

s.t. −1 ≤ 𝑥 ≤ 1
𝑓 𝑥 = 2𝑥 −

1

𝑡
log(1 − 𝑥2)

min𝑓(𝑥)

𝑥 ∈ ℛ
𝑥 = −1

𝑦 = 𝑒𝑥

𝑦 = log 𝑥
−1 +1

−
1

𝑡
log(1 − 𝑥2)

−1 +1

𝑓(𝑥)

𝑡 が小さいほど±1付近の
赤の傾きは急激に

𝑓(𝑥) を最小にする解は原問題
の最適解に近づく
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𝑓 𝑥 = 2𝑥 −
1

𝑡
log(1 − 𝑥2)

min𝑓(𝑥)

𝑥 ∈ ℛ
−1 +1

𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥) を最小にする解は原問題
の最適解に近づく

𝑥

𝑓′(𝑥) = 2 −
1

𝑡

−2𝑥

1 − 𝑥2
= 0

2𝑡 1 − 𝑥2 + 2𝑥 = 0

𝑥2 −
1

𝑡
𝑥 − 1 = 0 𝑥 =

1
𝑡
±

1
𝑡2

+ 4

2

𝑥 > 0の解は 𝑥 ∉ [−1,1]

𝑥 → −1 + 0 (𝑡 → 0+)
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バリア関数（ペナルティ）法

制約条件：

バリア関数：

))(log( xfi

)(xfi

制約領域の内側

制約領域
の境界

𝑦 = 𝑒𝑥

𝑦 = log 𝑥
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バリア関数の
等高線

バリア関数の値

合成した値

バリア関数と（線形）評価関数を合成
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バリア関数（ペナルティ）法

原問題 (制約つき）

制約なし問題 （等価）
バリア関数

制約なし問題 （近似）

対数バリア関数（微分可能）

制約なし非線形最適化
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アフィン変換法

主双対内点法 対抗ソフト OB1 (5万ドル) 登場

Karmarkar法

60年代に先行研究(ディキン(ロシア))

AT&Tの特許戦略: 制約領域の内部を通るものなら

どんなものであれ特許侵害とみなす

射影変換法



13

 線形計画問題における双対問題

主問題 primal problem (P) 双対問題 dual problem (D)

「最小化」を「最大化」に 目的関数の係数 bc 

制約条件 」「」「    ,  , cbAA T

非負制約 あり→なし

wx  変数
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 LPにおける双対問題

主問題 primal problem (P) 双対問題 dual problem (D)

証明
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証明（ＰからＤ）

主双対内点法へ！
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 パス追跡・主双対内点法

主問題 primal problem (P) 双対問題 dual problem (D)

双対問題 (D’)
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少なくとも一方は0： 相補性条件

スカラ量

双対定理より
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線形相補性問題

非線形

パス追跡法



19

ネットワークに関連した他の線形計画問題
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各枝における流量上限値

各枝の流量制約下でソースからシンクへ流すことのできるフローの最
大値を求めよ.

Source Sink

 最大流問題

𝑉： 節点（Vertex）の集合,  𝐸： 枝（Edge）の集合, 𝑠： ソース, 𝑡： シンク,
𝑥𝑖𝑗：枝 𝑖, 𝑗 上の流れの大きさ, 𝑢𝑖𝑗：枝 𝑖, 𝑗 の容量,

𝑓： ソースからシンクへの総流量
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 定式化
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 最大流問題

⇒ を変数とする線形計画問題
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ソースからシンクへのフローは与えられているとする. 各枝の輸送量

制約下で定められた量の品物をソースからシンクへ流すとき，費用が
最小となる配送法を求めよ.

 最小費用流問題

最大流問題の条件に加えて, 各枝における単位流量あたりのコストが与え
られている.

s 1 2 …

s 2 4

1 5 1

2 3 2

4 1 3
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⇒線形計画問題

ソースとシンクのみ非零のbiを設定し, 容量制約をなくすと輸送問題になる
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最短経路問題
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 最短経路問題の例

start

goal

ライントレース
ロボット

最短時間でゴールできるルートを選んで走行せよ！



27

最小費用流問題において, ソースとシンクのみ非零のbiを設定, 

枝上の容量制約を外し, 各枝上の単位流量当たりのコストを枝の
長さ（節点間の距離）とする.

最小費用流となるには, 距離の短い経路から選ばれるが, 容量制
約がなければ, 全流量がある経路（最短経路）に集中する.

すなわち, 最短経路問題はLPとして解くこともできる.
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start

goal

Quiz： 数値は格子点間の距離を表す．左方向，下方向以外に
は進めないとき，スタートからゴールまでの最小ルートの長さを求
めよ．
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節点1から5への全ての経路を数え上げて, 最短のものを求めよ．

数字は枝の長さ

path： 1→2 →3 →4 →5, length: 110

1→2 →4 →5,                     95

1→2 →3 →5,                     85

1→3 →4 →5,                   120

1→3 →5,                           95

←最短

列挙法
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Extremely elephant!
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1. 7本の辺それぞれを通る/通らないとして，経路パターンを 27 生成

2. 1から出発して5に到達できるかチェック, 到達できるなら経路長を記録

3. すべての実行可能解のうち, 経路長が最小のものを出力

明らかに指数時間アルゴリズム
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線形計画問題として解く
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L は問題を計算機に記述するのに必要な総ビット数
(行列・ベクトルの要素を2進数で表現した際の総容量)
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Matlab計算例： shortest_path.m

実行可能基底解が退化
（0解が7-5より多い）
⇒注意が必要
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ダイクストラ法/Dijkstra Method

多項式時間アルゴリズム 𝑂 𝑛2
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例題: 以下の例に Dijkstra 法を適用してみる

ダイクストラ法の大規模な実行例： java program
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𝑆の要素を1つずつ増やす： 𝑛反復高々
n個の 𝑑 𝑖 を比較

⇒ 𝑂 𝑛2
オーダー（最高次の次
数のみ係数は無視）

Dijkstra法の計算量

𝑆から外に出るエッジについて 𝑑 𝑖
の更新 高々𝑚回の処理 ⇒ 𝑂 𝑚

(ループ内の処理に見えるが)

エッジの本数は最大でも𝑚 =
𝑛 𝑛 − 1

2
(𝑛個のノードをすべて相互につなぐとき）

ノード数： 𝑛,エッジ本数: 𝑚

𝑚 < 𝑛2 より,全体では 𝑂 𝑛2



初期化

終了判定

ノード vを探す
(n個の比較)

n 回のループ

𝑑 𝑗 の付け替え
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𝑂 𝑛

𝑂 𝑚

𝑂 𝑚 > 𝑂 𝑛 だから
全体では 𝑂 𝑚𝑛 ?

毎回処理するわけではないので, 

𝑂 𝑚𝑛 の見積もりは正しくない.
都合何回あるかを考える.



40

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

∴ 𝑑 𝑗 の付け替えは各ノードに
入ってくる矢印の数だけ行われる.

（行われない場合もある.)

最大でも辺の総数だけ


