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6/24  第２回 内点法

システム制御最適化特論

担当：平田健太郎

前期前半 月 5, 6限 14：00-16：10  5号館 第16講義室
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6/17   第１回 最適化問題と線形計画法（LP）
6/24  第２回 内点法
7/1    第３回 最短経路問題と動的計画法（DP）
7/8    第４回 最適制御
7/18* 第５回 二次計画法(QP)とモデル予測制御(MPC)
7/22  第６回 凸解析と線形行列不等式
7/29  第７回 線形行列不等式(LMI)による制御系解析・設計
8/5    第８回 非線形最適化

* irregular

講義日程（予定）
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最適化問題

Optimization Problem

𝑓𝑓 𝑥𝑥 , 𝑆𝑆の取り方によって多様な問題を含む

簡単な例: 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑛, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) および制約が1次式（線形）

スタンダードな解法（シンプレックス法）

線形計画問題 (Linear Programming; LP)
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γ=xcT

0, ≥≤ xbAx

Idea of Simplex Method

実行可能領域は凸多面体内部

平面の切片の最小化⇒最適解は必ず頂点

頂点は変数のどれかを 0 に固定し,線型方程式を解くことで求まる.
目的関数値が効率的に減少するように0 に固定する変数を選ぶ.
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基本となる式:

相対コスト係数

相対コスト係数の中に負の要素があれば, 対応する非基底変数 𝑥𝑥𝑁𝑁 の要素
を 0 から正の値に変化させることによって目的関数値が減少する.

相対コスト係数が全て非負ならば, ピボット操作によって目的関数値が減少
することはない. 

現状の基底の取り方が最適
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𝐵𝐵 = 3 2
1 2 ,𝑁𝑁 = 1 0

0 1 , 𝑐𝑐𝐵𝐵𝑇𝑇 = −1 −1 , 𝑐𝑐𝑁𝑁𝑇𝑇 = 0 0

𝑐𝑐𝑁𝑁𝑇𝑇 − 𝑐𝑐𝐵𝐵𝑇𝑇𝐵𝐵−1𝑁𝑁 = 0 0 − −1 −1 3 2
1 2

−1 1 0
0 1 = 1 1

1
4

2 −2
−1 3

=
1
4 1 1
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相対コスト係数の中に負の要素が複数ある場合, 絶対値の大きいものの方
が, 減少の割合が大きい. (有望かもしれない）

最適条件が満たされるまで繰り返す
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初期化（基底変数の選択）

相対コスト係数の計算

すべて非負？

Yes

現在の解が最適

No

絶対値が最大である係数に対応
する変数を非基底から基底へ

変数の非負制約下での非基底
変数の最大変化量 Δ を求め, ど
の基底変数が0になるか（非基底
になるか）を決定

基底/非基底変数
の入れ替え

（ピボット操作）

start

stop
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 例題:
最適解を得るまでの計算を自分でやってみる.
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 例題

[第1反復]
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[第1反復]

いずれも負なのでまだコストは
小さくできる
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絶対値が大きい＝コスト改善効果大
こちらを選ぼう
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[第2反復]

𝑥𝑥2
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[第2反復] （続）

𝑥𝑥2

�𝑏𝑏 = 𝐵𝐵−1𝑏𝑏 =
1
3

1 0
−1 3

12
8 = 4

4 ,𝑦𝑦 = 𝐵𝐵−1𝑎𝑎2 =
1
3

1 0
−1 3

2
2 = 2/3

4/3

𝑥𝑥𝐵𝐵 = 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 , 𝑥𝑥𝑁𝑁 = (𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4)次反復では

が基底変数に入る

∆= min{�𝑏𝑏𝑖𝑖/𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑦𝑦𝑖𝑖 > 0 = 3

𝑥𝑥4 が非基底変数に入る

2x

1x

1

6 3

4

= 4
4 − 2/3

4/3 𝑥𝑥2

𝑥𝑥2を3まで増加させると𝑥𝑥𝐵𝐵の下側が先に0になる.

このとき, 最適条件を満たすのは前回確認済み⇒次反復で終了.
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 線形計画問題の標準形

系統的な解法を考えるにあたって, 問題毎の定式化に
差異があると不都合
（例: 最大化 or 最小化, 制約条件の与え方)

標準形を定めて，その解法を与える

標準形

（1） 最小化

(2) 等号制約

（3） 全ての変数に
非負条件
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標準形でない例

 最大化

 に符号制約なし

 2,3番目が不等号制約

2x

⇒ 標準形に変換できる

係数cの符号反転

２つの正数の差で表現

両辺のギャップをある正数を導
入して表現（スラック変数）
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非標準形の例

⇒標準形

最小化でない

等式制約でない

等式制約でない

非負条件がない

Today’s minutes paper
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 Elegant versus elephant

四色定理

ポール・エルデシュ (1913-1996)

http://www.com.mie-u.ac.jp/%7Ekanie/tosm/proofftb/mokuji.htm
http://www.com.mie-u.ac.jp/%7Ekanie/tosm/proofftb/mokuji.htm
http://storage.kanshin.com/free/img_0/6109/1940254538.gif
http://storage.kanshin.com/free/img_0/6109/1940254538.gif
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天書の証明 第1章

定理： 素数の数は無限個である.

証明：
（ユークリッド「原論」）
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Paul Erdös （ポール・エルデシュ）
稀代の数学者。住む所を持たず、荷物はブリーフケース一つだけ。
25か国以上を飛び回り、数学を最も愛した人。発表した論文は1500
以上。ライバルは美しい証明を独り占めしている「SF (Supreme 
Fascist = 神様)」だけ。子供をε（イプシロン）と呼び、女は「ボス」、男
は「奴隷」と独特のエルデシュ語を使う。

これ以上に多産な数学者はレオンハルト・オイラーのみである。

エルデシュ数
Erdös Number

http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%AC%E3%82%AA%E3%83%B3%E3%83%8F%E3%83%AB%E3%83%88%E3%83%BB%E3%82%AA%E3%82%A4%E3%83%A9%E3%83%BC


22

George Bernard Dantzig (Nov 8, 1914 – May 13, 
2005) was an American mathematician, and 
Professor of Operations Research and of 
Computer Science at Stanford. He is known as 
the father of linear programming and as the 
inventor of the "simplex method“. 

1975年にカントロビッチ（L.V. Kantorovich）とクープマンス（T.C. 
Koopmans）は線形計画に関する研究でノーベル経済学賞を得た. これに対
して, Dantzigが受賞しなかったのは,  公平を欠いているという見解もある. 

（ちなみに数学に対してノーベル賞は与えられない. ）
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【ＬＰが解くべき現実的な問題の例】

デルタ航空: 全米166都市間を運行する400機の飛行機と7,000名の乗務員に
関するスケジューリング問題 (できれば年間10M$の経費節減)

シンプレックス法は実用上十分な速度を有していたが
厳密には「速い」アルゴリズムではなかった. 問題の規模
によってはさらに速いアルゴリズムが望まれていた.
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 多項式時間アルゴリズム

• 楕円体法 (1979 Khachiyan)
線形計画問題に対する初めての多項式時間アルゴリズム. 実際の計算
効率ではシンプレックス法に劣る.

その計算量が変数の数，制約条件の数などの問題の規模を表す
パラメータの多項式関数で表されるもの. 一般的に“効率的な”
アルゴリズムとみなされる

• シンプレックス法 (1947 Danzig)
反復回数は経験的に制約条件数の1.5倍から3倍. 実用上問題なし
人工的なある種の問題では問題のサイズにつれて計算量が爆発的に
増加. 多項式時間アルゴリズムでない.



25

Breakthrough in Problem Solving

New York Times, November 19, 1984, Monday 

A 28-year-old mathematician at A.T.&T. Bell Laboratories has made a startling theoretical 
breakthrough in the solving of systems of equations that often grow too vast and complex for 
the most powerful computers. The discovery, which is to be formally published next month, is 
already circulating rapidly through the mathematical world. It has also set off a deluge of 
inquiries from brokerage houses, oil companies and airlines, industries with millions of 
dollars at stake in problems known as linear programming. Faster Solutions Seen These 
problems are fiendishly complicated systems, often with thousands of variables. They arise 
in a variety of commercial and government applications, ranging from allocating time on a 
communications satellite to routing millions of telephone calls over long distances or 
whenever a limited, expensive resource must be spread most efficiently among competing 
users. And investment companies use them in creating portfolios with the best mix of stocks 
and bonds. The Bell Labs mathematician, Dr. Narendra Karmarkar, has devised a radically 
new procedure that may speed the routine handling of such problems by businesses and 
Government agencies and also make it possible to tackle problems that are now far out of 
reach. 
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• 内点法 (1984 Karmarkar)
新しい多項式時間アルゴリズム. 大規模な問題に対してはシンプレッ
クス法をしのぐ方法として評価が定着している.
⇒ システム制御工学における LMI approach の普及にも関連
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 アイデア

線形計画問題を考えるにあたって, 「線形方程
式を解く」という立場から離れて, 高速な「非線
形方程式の求解法」からの接近を図った.



28

線形方程式の求解に, 高速な非線形方程式の求解法
を用いるという例そのものではないが,非線形方程式

の求解アルゴリズムがいかに速くなりうるかという例を
見てみよう.
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例) 2の数値(1.41421356 … )を求めよ

)(xf

1x 2x

0)( =xf非線形方程式
の求解

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2 − 2 を満たす𝑥𝑥 > 0 を求めよ

x

𝑓𝑓 𝑥𝑥1 𝑓𝑓 𝑥𝑥2 < 0 であるような2点 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 をとる.

𝑥𝑥𝑀𝑀 =
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2

2 とし, 𝑓𝑓 𝑥𝑥𝑀𝑀 と同符号の𝑥𝑥1 または 𝑥𝑥2 と
𝑥𝑥𝑀𝑀 を入れ替える.

Mx

所望の近似値が得られるまで繰り返す.

二分法 (Bisection Method)
収束は遅い

 非線形方程式の求解

Algorithm 1:
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ニュートン法 (Newton’s Method)

)(xf

)( 1xf ′

1x2x x

収束は速い

非線形方程式の求解において, 線形近似した１次方程式を逐次解いて
解に収束する点列を生成する反復法をNewton法という.

初期値 𝑥𝑥1 に対して 𝑥𝑥1における 𝑓𝑓 𝑥𝑥 の
接線を引く.

接線と 𝑥𝑥 軸の交点を 𝑥𝑥2とする.

所望の近似値が得られるまで繰り返す.

Algorithm 2:
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フリーな数値解析ソフトウェア Octave を使って数値計算してみる
（利用できる環境があればMatlabでもよい）
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あとは, 指示に従って,
適切にインストールする
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標準でGUIが起動する
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エディタで新規ファイル作成 (Script)
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ここにプログラムを書く
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2の数値(1.41421356 … )を求める

)(xf

1x 2x

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2 − 2 を満たす𝑥𝑥 > 0 を求める

x

𝑓𝑓 𝑥𝑥1 𝑓𝑓 𝑥𝑥2 < 0 であるような2点 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 をとる.

𝑥𝑥𝑀𝑀 =
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2

2 とし, 𝑓𝑓 𝑥𝑥𝑀𝑀 と同符号の𝑥𝑥1 または 𝑥𝑥2 と
𝑥𝑥𝑀𝑀 を入れ替える.

Mx

所望の近似値が得られるまで繰り返す.

二分法 (Bisection Method)

 これをやってみよう
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編集後, bisect.m として適当な場所に保存.

で実行. （初回はパスを通す設定ダイアログあり）

結果は Command Window に表示される （画面下タブ切り替え）.
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繰り返し回数 𝑥𝑥𝑀𝑀の値 誤差
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ニュートン法 (Newton’s Method)

)(xf
)( 1xf ′

1x2x x

これもやってみよう. 初期値は例えば 2. 繰返しは5回ぐらいで十分.
二分法の結果とあわせて, 次週簡単なレポートにまとめて提出.

初期値 𝑥𝑥1 に対して 𝑥𝑥1における 𝑓𝑓 𝑥𝑥 の
接線を引く.

接線と 𝑥𝑥 軸の交点を 𝑥𝑥2とする.

所望の近似値が得られるまで繰り返す.

𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1 −
𝑓𝑓 𝑥𝑥1
𝑓𝑓′ 𝑥𝑥1
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